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1. PRESENTACIO

Fa pocs dies hem rebut la noticia de la mort de Godel. Aquest nom,
Giidel, va lligat a un dels descobriments mes importants en 1'estudi del pen-
sament pur. Es tambe un nom que ha transcendit el camp dels especialistes

en la materia que tracten els resultats obtinguts. Aixo passa tambe amb Eins-

tein, del qual tothom ha sentit parlar, pero molt poca gent sap, amb certa

precisiu, que descobri.

En el cas de Godel la situaciu no es tan espectacular, pero un xic, si. Es
parla forca del teorema de Godel, pero ben poca gent sap realment que diu

aquest teorema. Is curios i podria constituir objecte d'estudi per que un cien-

tific corn Ililbert es un desconegut fora del camp d'especialistes en matema-

tica i logica i, en canvi, Godel cs molt mes conegut
Els resultats obtinguts per Godel pertanyen al camp de la logica i la ma-

tematica; pero ja des d'un principi -i el principi en matematiques son els

grecs- la matematica i la logica han estat estretament emparentades.
Els grecs descobreixen o creuen descobrir que, suposant certes unes po-

qucs proposicions, hom pot deduir per pur raonament totes les propietats de
Ies figures gcometriques. (L'axiomatitzaci(5 de 1'aritmetica es molt posterior).

Per taut els grecs desenvolupen la seva matematica per procediments logics.
Al final del segle passat es produeix un interes molt acusat per la <fona-

mentacici de la matematica» . Aquest interes, produit pel descobriment de les

geometries no cuclidianes, es impulsat per la necessitat de trobar una base
rigurosa de I'analisi matematica que, per l'obra de Cauchy i Weierstrass, que-

da pales que cal cercar-la en la fonamentacio de 1'aritmetica.

l{ Is articles quc segucixcn sun Ics cunfcrencies que constituiren la sessiu d'homc-
natgc dcdicat a K. (odcl, mort cl 14 de gcncr de 1978, pcI Dcpartamcnt d'Estadistica
Matcm itica do la Universitat de Barcelona cl 8 do maig dc 1978 a I'Aula Magna de la
Universitat de Barcelona.

[2611



En aquesta linia de recerca son importants les aportacions de Frege, Rus-

sell, Peano, Hilbert, etc., que porten a la creaci6 d'una disciplina, que podem

considerar novella, 1' <axiomatica», que es l'estudi de Ies conditions optimes

clue ha de tenir un sistema d'axiomes per tal de fonamentar una teoria.

Bertrand Russell arriba a dir que la matematica es una prolongaci6 de la
logica, i en el moment historic que ho diu probablement tc ra6.

Pero la historia de la matematica presenta diversos moments que, quan

sembla ja ben trobada una base, nous descobriments invaliden 1'excessiva pre-

tensi6. El primer exemple que es coneix d'aquest fenomen es cl fam6s teore-
ma de Pitagores, que porta, com a consequencia, 1'existencia d'allo que avui
anomenem «nombres irracionals» i que, per als grecs, no eren pas nombres.

Sembla que part de la filosofia de Kant assegurava que la geometria eucli-
diana era 1'6nica possible, en els mateixos moments que hom comencava a
estudiar d'una manera quasi clandestina les geometries no euclidianes.

Com veureu mes endavant (cf. 3), Godel estudia la completesa dell siste-
mes d'axiones. Alla us precisaran que vol dir aixo. Jo ara solament vu11 in-

dicar el resultat seguent: tota teoria que inclogui la dels nombres naturals no

pot tenir pas un sistema d'axiomes complet, que pretengui deduir que qual-

sevol proposici6 de la teoria es certa o es- falsa.
Ara vull destacar un altre fenomen de la historia de la matematica. En

intentar de resoldre un problema, horn ha construct teories que han resultat
molt interessants i que han permes d'estendre enormement, a voltes, el camp

de la matematica.
En son exemples els tres problemes grecs ja celebres: la quadratura del

cercle, la trisecci6 de 1'angle i la duplicaci6 del cub. N'es tambe un exemple
1'61tim teorema de Fermat, l'intent de demostraci6 del qual servi indirecta-
ment per a crear la teoria dels ideals. Aquestes teories, pero, no han resolt

pas el problema plantejat.
Pel que fa a la relaci6 entrc la logica i la matematica, el «problema de la

fonamentaci6 logica de la matematica» sembla que es un d'aquests problemes.
No s'ha resolt, i possiblement no to soluci6, pero ha treat una serie d'estudis
nous que es poden anomenar «matematica de la metamatematica» (Rasiowa-
Sikorski) o «logica-algebrica» (Halmos); com a precursor d'aquest tipus d'es-
tudis cal citar Boole, i en aqucst esquema, crec jo, cal enquadrar l'obra de
Godel.

Ens podem preguntar: quina es la classe de propositions de les quals no
podem decidir si son certes o no? N'hi ha?

De temps enca hom coneix una proposici6 que sembla d'aquest tipus; es
la seguent: <el nombre de morts a la batalla de Salamina fou parell>>. (La
batalla ha d'esser la de Salamina. No se el perque, pero ha d'esser aquesta).
L'anterior proposicio ha d'esser certa o falsa, pero evidentment no es possible

[2621



A KURT (;<0DF1.. IN All \1)RIAAI 39

de demostrar ni Puna cosa ni 1'altra. Ara be, no ho podem saber pel nostre

desconeixement historic pero no pas per dificultats de caracter purament d'es-

tructura logica; per tant no es pas de les que podriem anomenar godelianes.

En la teoria de les series, en estudiar la serie harmonica apareix un nom-

bre C, anomenat constant d'Euler o de Mascheroni. Tot nombre real es alge-

bric -soluc16 d'una equaci6 algebrica- o transcendent -no algebric. Ara

be, hom no ha pogut pas demostrar ni que C es algebric ni tampoc que no

ho es. La proposici6 « C es algebric» pot esser doncs una proposici6 godeliana

pero no ho sabem, ja que pot ocorrer que dema passat es demostri que es

algebric o que no ho es. Nomes podriem assegurar que « C es algebric» es una

proposieio g6deliana si arribavem a provar que no podem demostrar-ne ni la

certesa ni la falsedat.

Hi ha molts infinits. L'infinit mes simple es el que hom anomena <<nume-

rable>>, que es el que correspon al conjunt dels nombres naturals. El conjunt

dels nombres rcals -punts d'una recta- es un infinit mes gran que el nume-

rable, i horn diu que el seu infinit es el ucontinu». El conjunt dell nombres

racionals es tambe numerable.

horn anomena «hipotesi del continu>> la proposicio seguent: centre el nu-

merable i el continu no hi ha cap infinit>>. Hom ha vist que aquesta proposicio

es <<g6deliana», ja que Cl mateix Godel ha demostrat que es compatible amb

els axiomes precstablerts de la teoria dcls conjunts i mes tard Cohen ha de-

mostrat que la seva negaci6 tambc es compatible amb els dits axiomes, pero

que ni Ia proposicio ni ]a seva negacio no poden esser establertes a partir dels

dits axiomes.

[FRANCESC D'A. SALES]

2. APORTACIONS DE GODEL A LA TEORIA DELS CONJUNTS

La consistencia cle la hipotesi del continu es cronologieament el tercer

gran resultat de Godel. Es refercix a una problematica important en la his-
toria de les matematiques: per aixo en donarem una visi6 retrospectiva. I
comencarem per la prehistoria.

PREIIISTORIA

Es prow coneguda la historia d'allo que horn anomcna la formalitzaci6 -o

tambe l'aritmetitzaci6- de 1'analisi. No es tracta doncs de repetir les anecdo-

tes que per ella s'han produfit, pero si de centrar historicament el problema.

Sabeu, sabcm tots, que Cl calcul infinitesimal comenca, mes o menys, al se-
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gle xvii i aquest comencament es produeix justament quan la ciencia experi-
mental agafa embranzida i inicia un pas qualitatiu important: hom comenca
a demanar-se <com /uncionen>> les coses en comptes de denranar-se «que son
les coses» o <rquina essencia» tenen aquestes coses. Aixi Galileu es demana
<<com descriure> el moviment i no pas «que es» el moviment o «quina causa
ultima t6>>.

Cal esmentar que aquest tipus de preguntes, o almenys I'interes quc des-
perten, no tenen mai 1'origen en el caprici personal d'una determinada perso-
na, ans at contrari, tenen arrels mes pregones. Cal tenir ben present que cl
mateix Galileu s'havia preocupat del problema de la balistica. Durant el Re-
naixement les guerres necessiten tecniques per a fer anar els canons i les armes
de foc de recent invenci6. Seguint amb 1'exemple del moviment, que crec que
es important puix que es un paradigma del paper de la matematica, cal obser-
var que quan Galileu fa la seva teoria de la caiguda dels cossos no complica
pas el problema en establir Ileis matemutiques, ans el simplifica, puix que
menysprea variables importants com es ara el fregament i altres tipus de forces
i condicionants.

Fixem-nos be: Galileu no estudia la caiguda dels cossos reals, sino que
estudia la caiguda dels seus cossos imaginaris; es a dir: aquells que segueixen
una llei proportional al quadrat del temps, que no son pas exactament els
cossos reals.

La part fisica mes important es que, sota unes certes hipotesis, aixb retra-
ta mes o menys les experiencies que amb els mitjans d'observac16 que hom
tenia aleshores podien esser dutes a terme. Altrament dit: Galileu, en aclarir
el problema, el trivialitza. Tot aclariment es una trivialitzaci6, car una teoria
no canvia i, per contra, la realitat canvia segons que l'observem d'una mancra
o d'una altra. El moviment en Ia caiguda dels greus de Galileu es molt simple
i no necessita cap tipus de <<model matematic» sofisticat. La lie] e=a.t' no
representa ni involucra cap tipus de problema complicat i era ben a 1'abast de
les tecniques <<algebriques» de l'epoca. Pero les necessitats, cada cop mes com-
plicades, d'una societat que va cap a la industrialitzaci6, exigeixen mes conei-
xement del moviment. Aixi el problema do la navegacio necessita una coneixen-
ca forca complicada de l'Astronomia, dels moviments dels planetes i de la
lluna. Recordem que es 1'epoca de les colonitzacjons i dels descobriments gco-
gr3fics.

Aixo porta a 1'estudi de les lleis de ]a gravitaci6 que obliguen Newton a
fixar-se en els problemes de calcul infinitesimal. Com surten, doncs, els pro-
blemes de les derivades i de les integrals?

El model que proposa Newton de la mecanica es molt mes sofisticat que
no pas el de Galileu, per tal que ja admet qualsevol tipus de moviment, uni-
formement accelerat o no. La sofisticaci6 del problema fisic I'obliga a fer un
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model que empri eines matematiques sofisticades. Pero hi ha una diferencia

respecte a Galileu. Newton -i use el seu nom per a designar el collectiu

format per tots aquells que es preocuparen d'aquest tipus de problemes- no

descriu pas totalment ni amb precisi6 el model matematic que ha d'usar, sin6,

que parla de «fluxions> , de <<primitives>>, etc., conceptes que, en un primer

estadi epistemologic, son acceptables, perm que involucren grans problemes

(no ens proposem de discutir-los ara i aci). Es per aixo que cal crear a la

llarga durada un model de les idees matematiques de Newton que en certa

manera les triavialitzi i que es convertira en l'aritmetitzaci6 de l'analisi.

La situaci6 es doncs la seguent: <<Cal crear tin model per a aclarir unes

idees matematiques que d'entrada semblen Glares i que a la llarga s6n vagues

i que, en ultima instancia, tenen un pel de subjectives>>.

Insistint: «El model que hom fara sera un model d'una teoria matematica

(notem que l'tis del terme model es ambigu) i no pas d'una teoria fisica. Pro-

bablement la idea de fluxi6 no era cap cosa concreta; es a dir: podia tenir

molter interpretacions semantiques, les unes mes satisfactories que les altres.>>

Dir aixo no es massa tendenc16s, puix que moltes idees infinitesimals no tin-

dran una modelitzaci6 satisfactoria fins a la creacio de l'analisi no-estandard

per A. Robinson (vers els ant's cinquantes).

II1 STORIA

El proces d'industrialitzaci6 iniciat en 1'epoca que hem descrit es reforca

durant els segles xviii i xix i les formes i metodes de producci6 progressen

o evolucionen. Mentre que les necessitate dels colonitzadors eren essencial-

ment de tipus «navegacional> -i que em sigui perdonat el neologisme-, les

necessitats d'aquesta epoca son de tipus <industrial>>. Per be que hom podria

citar molts exemples d'aquestes necessitats, nomes parare esment en un cas

que, crec jo, es central i alhora tipic.

L'any 1822 -un any abans que Cauchy comences a modelitzar matema-

ticament d'una manera precisa les idees del calcul infinitesimal- apareix I'o-

bra de Fourier <,La theorie analytique de la chaleur>. En aquesta mcmoria

Fourier estableix hipotesis de tipus fisic per a modelitzar la conducci6 de la

calor. Aquestes hipotesis el porten a haver de considerar idees i conceptes ma-

tematics que no eren prou modelitzats en aquell moment historic. Fourier

havia de trobar solutions a una certa equacio en derivades partials: 1'equaci6

de la calor. Per a trobar aquestes solutions pren en considerac16 el desenvo-

lupament en serie de sinus i cosinus d'una funci6 arbitraria. Aixo comportava

els problemes segiients: 1) El concepte de funci6; 2) Que volia dir desen-

volupar; 3) Els problemes de la mesura i de la integraci6.
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1. Quant a aquest problema, recordern que fins a 1'epoca d'Euler una
funcio era una expressio <analitica> on figurava ]a variable (o variables) in-
dependent. Aquest concepte es revela insuficient en aquest context i comenca
a usar-se el concepte de funcio en tant que aplicacio.

2. Com es ben sabut, si f es una funcio periodica de per[ode 2n definida
en [0,27,] es defineixen formalment els coeficients de Fourier (a,,,b,,) i la
serie funcional

a,)/2 +- E(a..cos nx +- b^ . sin nx)

s'anomena la serie de Fourier de f. El problema 2 consisteix a saber en quin
sentit f es igual a la suma de la seva serie de Fourier. Com es ben sabut el
problema de la convergencia en mitjana quadratica -o, dit d'unt manera ac-
tual, la convergencia en L2- es facil d'aclarir, pero el de la convergencia pun-
tual no esta totalment resolt encara avui en dia.

El problema 3 es relacionat amb 1'l i el 2 mitjancant la integral, i to
a veure amb els metodes que hom utilitza. Com veiem, aquests problemes
tenen una relacio intima amb els problemes de conjunts en tant que la ma-
teixa definicio de funcio es ja un problema conjuntista, i el de la integral im-
plica la consideracio de colleccions de conjunts que satisfan certes propietats.

Doncs be, aquests tipus de problemes que tenen relacio amb els conjunts
son els que fan neixer la teoria dell conjunts. G. Cantor era especialista en
analisi matematic, i en el segle passat es preocupa de dos problemes molt re-
lacionats: 1) el problema de les series de Fourier; 2 el problema de la me-
sura. Aixo el ports a estudiar els conjunts; ell volia mesurar la grandaria de
la colleccio de punts on no es satisfy la convergencia de la serie de Fourier
d'una funcio, i tambe volia saber a quins conjunts hom podia aplicar el con-
cepte de mesura. Seguint 1'exposici6 cronologica i comparant-ho amb allo que
hem dit de Galileu i Newton, trobem un proces semblant pero amb un tret
qualitatiu important i diferent.

Quan Cantor es troba amb aquest tipus de problemes necessita un tipus
de conceptes nous que li permetin de tractar els problemes inicials i, per con-
seguent, ha de crear un model d'aquestes idees que, potser, no retrataran com-
pletament tota la carrega semantica que hi ha darrera les idees preconjun-
tistes de Cantor. En la seva primera modelitzacio, Cantor nomes es fixa en
dos tipus de caracteristiques o relacions que tenen els conjunts:
1. el principi de comprensio: tota propietat defineix un conjunt;
2. el principi d'extensionalitat: dos conjunts son iguals si tenen els mateixos
elements.

Ad les mateixes matematiques ban Great la necessitat de la modelitzacio
d'una nova teoria; pero ad conflueix una situacio nova que enfosqueix el pro-
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blema. Els conjunts, i la naixent teoria delc conjunts, son tan a prop de les

bases mateixes del raonament matematic -pensem en els dos principis que

hem donat- que hom arriba a creure que existeixen els conjunts com a en-

titats propies, immobils i independents de tota activitat humana. Potser aci,

per a explicitar mes allo que vu11 dir, seria convenient de recordar l'exemple

de Quine. Aquest logic fa 1'encaixament de quadres segiient:

Biologic

/////////
/

Quimica

Fisica

Mat

- f:XM•rimcntac16

tot fens - hi aquest comentari : En 1'estudi del mon real hi ha ciencies que son

mesa prop d'aquesta realitat, com indica la figura . Aixi , quan hom fa un des-

cobriment important cal canviar en primer hoc la caps exterior per a poder

encabir aquest nou resultat . Pero pot ocorrer que el descobriment sigui molt

profund i calgui modificar les bases de la segona caps , i aixf successivament

fins arribar a la caps mes interior . Creure que les idees basiques de la logica

i de la matematica son perdurables es un error, i els descobriments de Godel

s'insereixen en aquest ordre d ' idees.

Tornant a les idees de Cantor , deiem que aquest sembla creure que la

idea de conjunt es intrinseca a la mateixa natura humana i que tots els tipus

de problemes que plantegen s'han de poder resoldre per tal com tot ci que

hi havia o hi podia haver darrera la idea de conjunt s'havia recollit en els

dos axiomes que hem esmentat . Pero ben aviat el mateix quefer matematic

demostra que hi havia moires coses amagades sofa el concepte de conjunt i

que caldria donar una definicio mes precisa d'aquest concepte . Aquestes difi-

cultats que sorgeixen son, essencialment , de dues menes:

a) Hi ha dificultats que porten a una contradiccio com, per exemple, la

Peano-Russell que apareix en considerar el conjunt de tots cis conjunts que

no es pertanyen a ells mateixos ; es a dir, sort d'aplicar I'axioma de compren-

sio a la propietat P(v)=-1(xEx ) i, si R es el conjunt considerat , Vx (xERa

1(x E x)).
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b) L'altra mena de dificultats son d'un caire ben diferent. Quan la teo-
ria dels conjunts estigue desenvolupada, es plantejaren problemes que no ha-
vien estat previstos en els axiomes i que semblaven, segons corn fossin con-
siderats molt trivials o molt complicats. Trivials en tant que semblava que ]a
mateixa intuicio era capac d'admetre'ls. No trivials en tant que se'n deduien
propietats que no eren gens trivials.

Zermelo fou un dels primers a adonar-se de la necessitat de donar defi-
nicions precises de conjunt. Pero semblava que donar una definicio de con-
junt sempre havia de portar a cercles viciosos, ja que la mateixa idea de con-
junt es tan primitiva que no permet d'esser reduida a d'altres. Pero Zermelo
se'n Burt de 1'6nica manera que hom pot fer-ho en Matematiques: no definint
conjunt en termes de coses mes simples, sing donant unes propietats que han
de satisfer els objectes de la teoria dels conjunts.

Els axiomes donats per Zermelo son:
0) conjunt buit; 1) extensionalitat; 2) del parell: existeix un conjunt que to
per elements dos de donats; 3) de la unio; 4) d'infinitud; 5) de les parts.
(E. Zermelo. Untersuchungen fiber die Grundlagen der Mengenlehre. Math.
Annalen, 65 (1908) pp. 261-281 i fiber den Begriff der Definitheit in der
Axiomatik. Turd. Math. 14 (1929) pp. 339-344).

A aquests axiomes, Fraenkel n'afegeix dos mes: 6) de substitucio (Erset-
zungsaxion); 7) de reguralitat (Fundierungsaxion) (Zu den Grundlagen der
Cantor-Zermeloschen Mengenlhere, Math. Ann. 86 (1822) pp. 230-237) i fi-
nalment Zermelo adopta el sistema d'axiomes format pels 8 axiomes anteriors
(Grenzzahlen and Mergerbereiche. Fund. Math. 16 (1930), pp. 29-47). Aquest
sistema d'axiones es coneix per ZF.

Aquests axiomes semblaven satisfactoris per a fer gran part de les mate-
matiques usuals, pero ben aviat surt una propietat necessaria per a la consi-
deracio de problemes analitics que no havia estat tinguda en compte: 1'axioma
d'eleccio (A. E.), que ve a dir que, donat un conjunt no buit de conjunts no
buits, podem fabricar un conjunt amb un element i un sol de cada conjunt de
l'inicial.

Aixo semblava intuitivament clar, pero les consegiiencies que es dedueixen
d'aquesta propietat ja no son tan Glares: per exemple, que tot conjunt pot
esser ben ordenat. Durant un cert temps el mon de la teoria dels conjunts que-
da encisat per aquest problema, i hom intenta de demostrar-lo a partir dels
altres axiomes. Els intents fallen. Nomes, i com a exemple, per tal de poder
justificar aixo que volem dir, vegem a la hum del que ja sabem quines con-
se(16 ncies to aquest axioma. Considerem el concepte de continuitat en un punt:

• en el sentit de Cauchy: VE 38 Vx x-x,,j<S=> If(x)-f(x„)!<E
• en el sentit de Heine-Borel: (x„)-ax0 (f(x„))--f(xo).
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ben conegut que: C. C.= H. B. pero, per contra, per a demostrar que

H. B.=C. C. necessitem 1'axioma de 1'elecci6.

Intuitivament semblava clar que les dues nocions de continultat puntual

havien d'esser equivalents, o millor encara, que el tipus d'analisi que hom vo-

lia fer hauria de tenir com a teorema: C. C.H. B.

Un altre tipus de problema, ja mes sofisticat que 1'A. E., es el de la hipo-

tesi del continu (H. C.) que ve a dir que entre A i P(A), si A es infinit, no

hi ha cardinals diferents, i que es pot enunciar d'una forma mes complicada

fent servir la teoria dels clefs. Aixi com 1'A. E. semblava intuitivament clar,

la 11. C. no ho sembla pas tant i la seva utilitzacio resulta mes dubtosa en

Analisi. Per tal de veure una consegiiencia tipica de la H. C. ferem servir un

exemple de Sierspinski (Rendiconti del Mat. Pal., vol. 1 (1952), pp. 6-10):

<The euclidean space of 3 dimensions is a union of sets E,,E2,E3 such that

whenever A is a line parallel to the i " axis of coordination (i=1,2,3)

then AnEi is finite*.

Com veiem en aquests exemples, la importancia de 1'A. E. no es pas lleu-

gera i tampoc no ho es la de la H. C. Ara be, el primer que s'adona del pro-

blema que aixo involucra estructuralment es K. Godel en The Consistency of

the Axion of Choice and the Generalized Continuum Hypotesis, Proc. Nort.

Acad. 24 (1938) pp. 526-567, i en Consistency-Proof for the Generalized Con-

tinuum Hypotesis, Proc. Noat. Acad. Sci., 25 (1939) pp. 220-225.'

K. Godel s'adona que es molt dificultos de provar A. E. + H. C. a partir

dels altres axiomes, i estableix que almenys no son contradictoris amb els al-

tres axiomes. El pas qualitatiu es important: Godel construeix models de la

teoria dels conjunts que satisfan alhora els 8 axiones + A. E. + H. C. Fent

aixo, Godel posa de manifest que el problema de A. E. + H. C. es semblant al

de la geometria euclidiana: aquests axiomes no estan pas intuitivament Iligats

al mon real, ans depenen del model que volem construir del mon real. Godel,

amb aquesta visio preclara de la idea de donar un model de la teoria dels con-

junts, obre les bases dels resultats que vindran al Ilarg d'un seguit d'anys.

[NADAL BATLE]

3. TEOREMA DE COMPLETESA DE GODEL DEL CALCUL DE PREDICATS

DE PRIMER ORDRE

Aquest teorema fa referencia a una giiestio molt important en qualsevol

teoria com es la relacio entre la seva sintaxi i la seva semantica.

Comencare parlant d'aquests dos termes. En matematiques fem frases com
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(Vx) (3 y) (x+y=0) i de vegades ens preguntern si son certes o falses. La

primera resposta es: <<Oh! , depen... si interpretem les variables x, y com a

nombres naturals, la relacio + com la suma de naturals i 0 com el zero, ales-

hores aquest enunciat no es pas cert. Per contra, si interpretem sobre els nti-

meros enters, resulta que es certa>>. Es a dir que la veritat o falsedat es rela-

tiva a la interpretacio. Aquest es el criteri semantic de veritat.

Un altre criteri per a saber si aquest enunciat es cert o fals es veure si es

pot demostrar a partir d'uns enunciats fixats d'antuvi, i que en direm axiomes,

mitjancant unes regles de deduccio. En aquest cas la veritat es relativa a 1'e-

lecci6 dell axiomes i de les regles de deduccio. Aquest es el criteri sintactic de
veritat.

Si som suficientment <<Ilestos>> per a escollir com a axiomes uns enunciate

que siguin semanticament certs i unes regles de deduccio que transformin

enunciats semanticament certs en enunciats semanticament certs, aleshores re-

sultara automaticament que tota formula sintacticament certa sera semantica-

ment certa. El problema que es planteja es el de trobar uns axiomes i unes

regles tals que tot enunciat que sigui semanticament cert sigui sintacticament

cert.

L'objectiu de Iligar completament la semantica i la sintaxi es un objectiu

molt ambicios i, en general, no es pas assolit totalment. Per posar un exemple

una mica fora de la matematica, podem pensar en la lingiiistica matematica,

on els enunciate certs son les frases «amb sentit>> i l'objectiu de la sintaxi es

de trobar axiomes -esquemes d'axiomes- i unes regles de transformacio de

forma que tota frase es pugui <<generar>> (deduir) sintacticament a partir dels

axiomes. AixO ramparia amb les questions de gramatica generativa, en general

no resoltes.

En el capitol 4 us explicaran un cas on es demostra que el problema no es

pot resoldre, i jo us explicare un cas que to solucio. Is el que fa referencia

als predicats de primer ordre.

GOdel demostra que, per a tot ASP(V,R) i per a tot pEP(V,R),

A p s1, i nomes si, A F- p,

i quan dic «demostra» vull dir que ho feu matematicament.

Per a demostrar matematicament cal precisar el llenguatge. Comencem per

precisar que vol dir que p es un predicat construct sobre el conjunt V de va-

riables, V infinit numerable, i les relations R=U{ R,R2,... } (relations de tots

els ordres). El conjunt de predicats sobre V i R amb les connectives monaries

i binaria

7, (Vx)xEV;__>'

[2701
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es l'algebra Iliure engendrada pel conjunt de formules del tipus

r„(-=R, i x;EV, i per les operacions -1,-, (Vx)xEV,

Suposem que entre els predicats de primer ordre definim la deduccio se-

mantica aixi: AV--p-el conjunt A dc predicats implica el predicat p si, I

nomes si, per a tota interpretacio que faci certs tots els predicats de A ales-

hores fa p cert.
Cal precisar que s'enten per una interpretacio de l'algebra de predicats.

Si U es un conjunt i F:R--^-R1 que conservi I'arietat (U,F) se'n diu un mo-

del. Aleshorcs tota aplicacio 9:V-->U juntament amb F, determina una inter-

pretacio de p de la seguent manera (cal fer-ho recursivament d'acord amb la

construccio de les formules):

• si el predicat es atomic direm que es cert si, i nomes si, la re-

lacio F(r„) (tp(x,),...,tp(x„)) es compleix; es a dir: (tp(xi),...,tp(x ))EF(r„);

• si el predicat es negacio d'un altre, aleshores es cert si, i nomes si, l'altre

es fals;

• si el predicat es p=q-.r, aleshores es fals si, i nomes si, q es cert i r es

fals;

• si el predicat es dels tipus pVx)q, aleshores p es cert si, i nomes si, en

interpretar les variables de p diferents de x per a cp i a x assignar-li tots els

valors possibles en U, aleshores q sempre is certa.

Quant a la sintaxi cal precisar que els axiomes son els segi ents:

1) p->(q--p); 2) (p--->(q--->r))->((p->q)->(p-->r)); 3)--1Tp-+p; 4) ((Vx)

(p-gyp))--)-(p-((Vx)q)) si x no es lliure en p; 5) (Vxp-gyp; i com a regles

de deduccio el modus ponens i la generalitzacio.

Cal precisar formalment que vol dir una demostracio:

A H p vol dir que existeix una successio finita de predicats

p,,.p2,...,p,,, on p„ = p
tal que cada p; o he es un axioma o be pertany al conjunt d'hipotesis A, o be

s'obte per modus ponens de dos anteriors (es a dir: j,k<i tals que pi =plopi)

o be s'obte per generalitzacio d'una altra formula p, j<i i p; to una de-

tnostracio on les hip)tesis de /u A que es fan servir son tals que x no es

Iliure (x es qualsevol).

Es amb aquest sentit dels simbols H i = que Godel l'any 1930 enucia

i demostra que
A p si, i nomes si, A i- p.

[VENTURA VERDU
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tals que i ) 1 „ es ii) per cada i ( I < i _< n) o be ^-V es un axioma

o be s'obte aplicant M .P. a ,V,, , ':Jk ( on j,k < i).

Hom pot demostrar el segiient teorema:

on , (/ i (3 son formules qualssevols.
Si diem que un calcul de proposicions es consistent si, i nomes si , no exis-

teix cap formula ,V. tal que , ./ i -1 . ^/siguin teoremes, resulta quc per do-

nar una resposta dins el calcul a 1'afirmaci6 sobre el calcul : <<el calcul de pro-
posicions es consistent >>, cal veure que hi ha una formula almenys que no es
teorema.

Per efectuar aixo, Hilbert recorregue al metode de la representacio: Si
hom pot representar d'alguna manera el calcul de proposicions de forma que

• la representacio dels axiomes tingui una certa propietat i
• aquesta propietat sigui hereditaria per les regles de deduccio,

aleshores tot teorema tindra aquesta propietat.

Es suficient doncs de demostrar que hi ha formules que es representen en
objectes que no tenen la propietat enunciada i, per tant, hi ha formules que
no son teoremes i, per tant, el calcul de propositions es consistent.

Com us ha dit Ventura Verdti, Godel aporta quelcom en aquesta linia;
aporta la idea d'adequacio de la representacio: resulta que aquesta represen-
tacio cs adequada; es a dir, tot objecte de l'univers de representacio, amb la
propietat dita, representa un teorema.

ii. De la paradoxa de Richard

La idea de la representacio cal fer-la amb una gran atencio, de forma que
hom no cometi una incorreccio que esdevingui paradoxal. Richard proposa
d'escriure en catala totes les propietats dels nombres naturals: <<esser primer>>;
«esser quadrat perfecto>>; «esser divisible per 3>>,...

La col-leccio de totes les propietats dels nombres naturals expressables en
catala es numerable (i aqui cal fer un <crit d'alerta>>, ja que N to una colleccio
continua de subconjunts i, per tant, hi ha subconjunts de N que <<no poden
esser descrits>> en catala. Aquesta idea, en una certa forma, constitueix el nus
del teorema de G6del. Volem dir que el nus del teorema de Godel consisteix
en una idea d'aquest tipus. Despres en parlarem.)
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Richard proposa a continuacio d'enumerar la colleccio de frases anterior.

Aixi

Simbol Frase
1 <<6sser primer>>

n eesser quadrat perfecte>>

... Referent (N)

Un nombre natural es richardia si, i nomes si, no verifica la propietat enun-

ciada. Aixi, si a «esser divisible per 3> li correspon el u5>>, el <5>> es richar-

dia. Aleshores «esser richardia» es una propietat dels nombres naturals i, per

tant, es troba en la llista anterior i to un nombre associat; diguem-li <<m>>.

Hom veu facilment que <<m>> es richardia si, i nomes si, <<m> es no richardia.

L'error Them comes en confondre els simbols associats amb les frases

-que es refereixen a nombres naturals-- amb nombres naturals. Quan diem

que «esser richardia» es refereix a nombres naturals diem quelcom que no es

pas cert; «esser richardia» es refereix als signer utilitzats per a representar

frases i, per tant, la mateixa definicio d'«esser richardia» no es pas possible.

(Suposem que els simbols fossin signes arbitraris: Iletres.)

iii. Del teorema de Godel

Quan hom interpreta una formula del tipus (`d x)p(x) en el conjunt N

dels nombres naturals, si (b' x)p(x) es valida en N cal que, per a cada n E N,

p(n) sigui certa en N. Ara be, aquest concepte p(n) 1'introduim en el mateix

llenguatge formal (ja que n(=-N, pero no pertany pas al llenguatge formal).

En el llenguatge 2' disposem dels numerals: n s")sO; es el noon en

2'de n E N.

Ara suposem que, per a cada nEN, p(n*) es un teorema de la teoria arit-

metica de primer ordre; aleshores entenem -ja que aixo es el que passa en

N- que no pot pas esser que p(n*) sigui teorema per tot n(---N i, alhora,

1(Vx)p(x) sigui teorema. Aixo constitueix la w-consistencia.

Hom pot demostrar que la w-consistencia implica la consistencia.

Que significa que `des finitament representable?

Significa clue certs subconjunt Q de N"', per a cada mEN, es corresponen

amb formules de _ WQ(xi,...,x) amb in veritables Mures tals que
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WQ(n''^^,...,nm ) es teorema si (n,,...,nm)EQ.

^WQ(n'' i,...,n„',) es teorema Sl (ni,...,nm)^Q

Ara be, es clar que de formules do ^^^ amb n variables Iliures Homes en

disposem d'una yuantitat numerable si be de subconjunts de N'" en disposem

d'una quantitat continua.
Per tant hi haura un cert subconjunt Q^N tal que hom pot descruire'1 en

_`f 'per mitja d'una formula U, pert ayuesta formula U cs de tal natural

que existeix un no de `L'associat a un n^EQ de forma que ni U(no) ni

^U(no^) no son teoremes de I'aritmetica de primer ordre. (Vegeu per a mes

details, Ccrebros , maquinas y matem .^ticas, de M. A. Arbib, Alianza Univer-

sidad, num. 158); allo que es sorprenent es que U(n^;) interpreta en N ens

diu, precisament , que n^^Q, la qual afirmacio es semdnticament certa i, per

contra, no es demostrable.

No hi ha doncs completesa en cap dels sentits esmentats : ni en el sentit

descrit en 1'exposicio de Ventura Verdu, ni en el sentit donat per mi mateix.

Tambe es clay que afegint U(n ^) o -1U( n ^) als axiomes de la teoria arit-
metica no tanqucm pas la yuestio , ja que obtindriem una nova extensio de
1'aritmetica w-consistent i finitament representable que no pot pas esser com-
pleta.

La idea de Godel, anomenada godelitzacio d'un llenguatge , es grollera-
ment la segiient:

En el llenguatge tenim uns certs signes i establim una aplicacio g del con-
junt de signes en N:

g
^ -^ 2

i a cada formula li associa un Hombre:

gi((^ 7C5)(^(x5 ^ X4)) = 25.36.516.75.11Z. 135.1716.1910 .23'SZ9 °.31`

i a cada demostracio li associa tambe un Hombre

pi,...>pk^g(Pi,...,Pk)=2°'.3°Z...n^°'`

[2751



52 F. D'A SALES N 13A LLE V l'1:RDl^' 1'LA

i aixi obte una aplicacio injectiva

g:P=P(V,R)-+N
que admet una inversa : f:g(P)-*P.

Aleshores, sigui

R = ((x,,x2 ) : x2 es el nombre de Godel d'una demostrarcio en la teoria de
f(xi) }CN2.

Fixem - nos que aixo comportar que x, sigui nombre de Godel d'una for-
mula, ja que cal que f(xt ) EP estigui definit . Aquest conjunt R admet una
relacio binaria en: W(xi,x2 ) i, a partir d'ella, definim Q i U(xi):

Q = { xt E N: existeix un x2 tal que ( xt,x2) E R }

U(xi) x2W( x,,x2).

Doncs he, Q i U(xi) no es corresponen pas.

[JOSEP PLA I CARRERA]

1. Per a una relacio mes amplia de la bibliografia de K. Godel hom pot recorrer al
«Butlleti de la Seccio de Matematiques de la Societat Catalana de Ciencies Fisiques, QuI-
miques i Matematiques» num. 1, febrer 1979.
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